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MODELO DE EVOLUCION DE POBLACION HUMANA
DE MALTHUS

Andrés MARTIN SANCHEZ
Estudiante de Grado en Matematicas de la UNED de Calatayud

Resumen: En este articulo se detallan las resoluciones a las actividades propues-
tos en la asignatura Herramientas Informaticas para la Matematica del segundo curso
del Grado en Matematicas. Asf, se recrean en Maxima y Scilab (y adicionalmente
en Excel y Geogebra) diversas situaciones de modelos de poblaciéon y alimentos,
constatandose la ocurrencia o no del fendmeno conocido como catastrofe malthu-
siana (predicho por Tomas Maltus) segin el cual el crecimiento de poblacion sigue
una ley exponencial, mientras que el de alimentos es aritmético por lo que segiin que
situacion no habra suficiente alimento para la poblacion mundial.

Palabras clave: Catastrofe malthusiana, maxima, scilab, hoja de céalculo, geogebra.

Abstract: In this article we give detail to the solutions relative to the proposed
activities in the subject Informatic Tools for Maths of the second course in the Maths
Degree. So, several situations of population models and food are recreated in Maxi-
ma and Scilab (and additionally in Excel and Geogebra), confirming the occurrence
(or not) of the phenomena known as Malthusian catastrophe (predicted by Tomas
Maltus) according to which, the growth of the population follows an exponential
law, while food growth follows an arithmetical law, and therefore, depending on the
situation, there won’t be enough food to feed the world population.

Keywords: Malthusian catastrophe, maxima, scilab, worksheet, geogebra.

El presente trabajo recoge las soluciones a las actividades propuestas en la Prue-
ba de Evaluacion a Distancia de la asignatura Herramientas Informéaticas para las
Matematicas del Grado en Matematicas, estando formado el Equipo Docente por D.
Fernando Morilla Garcia y D. Miguel Angel Rubio Gonzéalez.

Los enunciados de la PEC se entrecomillan.

“El demografo Thomas Malthus realizd estudios sobre la evolucidon de la po-
blacion humana. En su modelo sobre la evolucidén de la poblacidon se producia un
fenbmeno conocido como la catastrofe malthusiana (CM).
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El modelo que propone Malthus es el siguiente:

dpP dA A
—dit) =rP(t) dff) =kd, o« (t)= %

Donde P(t) es la poblacion humana en el afo t, r es la tasa de crecimiento de la
poblacion, A(t) es la cantidad de alimentos disponibles para la poblacion, k es la tasa
de crecimiento de los alimentos, A, es la cantidad de alimentos disponibles para la
poblacion inicial P, (poblacion en t=0) y « (t) es la cantidad de alimentos disponibles
por persona. De forma que cuando el valor de « (t) es inferior a un cierto valor (a,_, ),
el alimento minimo que necesita una persona para sobrevivir, se producira la CM.”

ACTIVIDAD 1

Enunciado “Determinar, mediante integracion directa en Maxima de las ecua-
ciones diferenciales del modelo, las expresiones para P(t) y A(t) en funcion de las
condiciones iniciales y de las tasas de crecimiento. Observacion: Si lo desean pue-
den contrastar sus resultados empleando las funciones especificas de resolucion de
ecuaciones diferenciales.”

SOLUCION
Calculos a lapiz y papel

Resolvemos mediante integracion directa la ecuaciones diferencial relativa a la
poblacion P(t)...

dP(t) dP(t)
T =7rP(t); W =rdt
PdP(t) [t r
f —=fr.dt; InP| =rt+c
Po P(t) 0 Py
t=0,P=Py,—>c=0
P(t) = Pyet

... resultando un modelo exponencial para la poblacion.
Realizamos lo mismo para la ecuacion diferencial de la cantidad de alimentos A(t) ...
dA(t) dA(t)
a ~ v A,

A t
— dA=fkdt; A=Ay = Ay(c + kt)
Ay Ao 0

t=0A=4,—-c=1
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Calculos en Maxima

245

El entorno de Méaxima permite estructurar el coddigo con una elegante indexacion.
En la Figura 1 se muestra como se ha hecho esto para la solucion de la actividad 1.

O

ACTIVIDAD 1. SOLUCIONES MAXIMA

™~

O

=~

(c) Andrés Martin Sanchez

1 CALCULO POR INTEGRACION

1.1 Poblacién humana-P(t)

1.2 Cantidad de alimentos disponibles-A(t)

2 CALCULO POR ECUACIONES DIFERENCIALES

Se contrastan en esta seccidén los resultados de 1.1 y 1.2,
via ecuaciones diferenciales.

2.1 Poblacién humana-P(t)

2.2 Cantidad de alimentos disponibles-A(t)

Figura 1. Indice en Maxima de las soluciones de la actividad 1

En las Figuras 2 y 3 desarrollamos el anterior esquema mostrando dos vias de
calculo de la funcidn poblacion y de alimentos a través de integracion y mediante
ecuaciones diferenciales, proporcionando una alternativa a la solucion que pide el

enunciado.
o

]

(%$00) done

E (%i1) kill(all);
e

(304) [P=3%eT%PO]

1 CALCULO POR INTEGRACION

1.1 Poblacién humana-P (t) B 1.2 cantidad de alimentos
disponibles-A(t)

A-20

Este resultado coincide con los cdlculos a mano,
confirmando gue nuestro camino es el correcto.

Figura 2. Soluciones por integracion en Maxima de la actividad 1

($15) integrate(1/A0,A,RA0,R);

(%il { a0
Is PO
Is PO (%$16) integrate(k,t,0,t);
Is P (%06) kt
(%01
- ($17) ec3:%05=%06;
(%$i2) integrate(r,t,0,t); (%07) A7A0=k t
($02) rt 20
' (3i3) ecl:$oi=%02;: ($18) ec4:solve(ec3,A);
(%03) log(P)-log(PO)=r t (%08) [A=(kt+1)A0]
4 ($i4) ec2:solve(ecl,P); También aqui, los resultados a mano
r y a través de Maxima coinciden
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2 CALCULO POR ECUACIONES DIFERENCIALES

Se contrastan en esta seccién los resultados de 1.1 y 1.2,
via ecuaciones diferenciales.

U 2.1 poblacién humana-P (t)
? ($19) Poblacion:'diff(P,t)-r*p;
d
($0%) — P-r P
dt
v

(%110) sol:ode2 (Poblacion,P,t);

(3010) P=%c$e®®

H 2.2 cantidad de alimentos disponibles-A(t)

I (3i11) Alimentos:'diff (&, t)-k*A0;
. d
(%011) —A-k A0
at
4 (%112) sol:ode2 (Alimentos,A,t);
(3012) A=k t A0+ %cC

(%113) kill(all);
(%00) done

Figura 3. Soluciones por cdlculo diferencial en Maxima de la actividad 1

ACTIVIDAD 2

Enunciado “Calcular con Maxima el instante de tiempo de mayor bonanza, que
corresponde al valor maximo de « (¢)”

SOLUCION
Calculos a lapiz y papel

Con las expresiones de P(t) y A(t) anteriormente calculadas, obtenemos a(t) como

_A@®)  Ac(d+kt) Ay (1+kt)
TP Pye P, et

o« (t)

La derivada igualada a cero nos proporciona el extremo relativo en [0,%)

Ay k.e™ —e™.r.(1+kt) Ao k—r(1+kt)

o« (t) = —.
( ) f% e2rt f% ert

k—r
«'B)=0->t=—"
kr
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Determinamos la naturaleza del extremo relativo, evaluando el signo de la primera
derivada alrededor del punto critico.

a'(O):%(k—r)> 0

lim @/(6) — im0 KZTAHRO Ay —rke
At = T e T B e

<0

Como la derivada es positiva a la izquierda del punto critico, y negativa a la
derecha del mismo, pasa de ser creciente a decreciente en dicho punto, y el extremo
relativo es un maximo relativo.

Calculos en Maxima

En Maxima las soluciones se han estructurado segln el indice de la Figura 4
(encabezados de los apartados en que se ha dividido la solucion)

[}

ACTIVIDAD 2

O e . .
1 Definicidon de funciones

[ - xill(all);
® 1.1 Poblacién humana-P (t)
B 1.2 Alimentos disponibles-A(t)

® 1.3 cantidad de alimentos por
persona-alfa(t)

O o . ..
2 Maximizacion de la funcidn a(t)

u 2.1 Primera derivada

u

2.2 Comprobacién de maximo

Figura 4. Indice en Maxima de las soluciones de la actividad 2

El codigo de las soluciones junto con los comentarios y la ejecucion del mismo
se muestran en las Figuras 5y 6.

Asfi, en la Figura 5, se muestra el codigo donde se definen las funciones calculadas
por calculo infinitesimal en el apartado anterior y el ratio de alimentos por persona
y en la Figura 6, se maximiza dicho ratio, constatando los calculos a mano, tal como
cabia esperarse.
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ACTIVIDAD 2

1 Definicién de funciones

($i1) kill(all);
($00) done

1.1 Poblacidén humana-P(t)

Definimos P(t) aprovechando los calculos
resultantes de la actividad 1.1

($i1) P(t):=PO¥exp(r*t);
(%01) P(t):=POexp(rt)

1.2 Alimentos disponibles-A(t)

Idem para A(t)

(3i2) A(t) :=R0* (1+k*t);
(302) A(t):=A0(1+k t)

1.3 Cantidad de alimentos por
persona-alfa(t)

a(t) es segin el guidén de la practica el
cociente entre las dos funciones anteriores...

($13) define(a(t),A(t)/P(t)):

(kt+1)se ¥ fa0
(%03) a(t):=———
PO

Figura 5. Definicion en Maxima de la funcion poblacion, alimentos disponibles

y cantidad de alimentos por persona de la actividad 2.
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U 2 Maximizacién de la funcién a(t)
] 2.1 Primera derivada

Comprobamos que la funcién estd bien definida,
verificando un valor arbitrario...

' (s14) a(0):
A0
(304) —
PO

E Calculamos la primera derivada y la igualamos a cero.

7 (2i5) diff(a(e),t,1);

kse a0 rikt+1rse T Fa0

%05
(305) PO PO

4 ($i6) ecS5:solve(%05=0,t);
r-k
(306) [t=-—F]
kr

E El valor de t es un extremo relativo.
O 2.2 Comprobacidén de maximo

Calculamos los valores de la funcién a
la izquierda y derecha del extremo relativo...

I ($17) limit(%e5, t, 0);

(r-k) A0
(307) ——mm
PO

($18) limit(%05, t, inf);
s r positive, negative or zEro?p{

" como 1a funcién pasa de ser creciente
(derivada positiva)a tender asintdticamente
al cero, el extremo relativo es un méximo.

Figura 6. Maximizacion en Maxima de la funcion alfa (t) de la actividad 2
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ACTIVIDAD 3

Enunciado “Representar graficamente en Maxima P(t), A(t) y « (t) para los si-
guientes parametros y condiciones iniciales:
P,=7-10° [personas]
r=0.04 [1/afo]
A =1-10" [kg de alimentos]
k=0.2 [1/ano]
Y utilicelas para justificar si, suponiendo que cada persona necesita un minimo
de 100 kg de alimentos, se producira CM y cudndo.”

SOLUCION
Graficos con Maxima

Seguimos el esquema en que hemos mostrado las soluciones a las anteriores
actividades; es decir, el indice en Maxima y luego el desarrollo de dicho indice (ver
Figura 7).

O

ACTIVIDAD 3

representamos graficamente las tres funciones, para los
pardmetros dados.

[ Utilizando las funciones obtenidas en el apartado 1.1,
- xill(all);
|

1 Poblacién humana-P (t)

" 2 Alimentos disponibles-A(t)

. 3 Cantidad de alimentos por persona-a(t)

Figura 7. Indice soluciones en Maxima de la actividad 3

En la Figura 8 se muestra el codigo y la representacion grafica de la poblacion.

Y ACTIVIDAD 3

representamos graficamente las tres funciones, para los
parametros dados.

[ Utilizando las funciones obtenidas en el apartado 1.1,
K —->  kill(all);:

1 Poblacidén humana-P (t)

(%1i1) P(t):=PO*exp(r*t);
(301) P(t):=POexp(rt)

(¥12) PO:7%10"9;
(¥02) 7000000000

[N I s B
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? (¥14) wxplot2d([P(t)],[t,0,100], [gnuplot_preamble, "set grid;"])$
4e+011
= 3.5e+0M
=
< 3e+011
2
N 2 5e+011
&
5 2e+011
(#2918 4504011
3 .
o
3 1e+011
o
2 5e+010
0 : : i :
0 20 40 60 80 100

Figura 8. Cdlculos de la poblacion humana en Maxima de la actividad 3

Idénticamente, se muestra en la Figura 9 el cddigo y la representacion grafica de
la funcidn de alimentos.

U 2 alimentos disponibles-A(t)

(%15) A(t) :=RA0* (1+k*t):
($05) A(t):=20(1+kt)

(%¥06) 1000000000000

(%17) k:0.2;
(307) 0.2

E (3i6) A0:1¥10~12;
e

(%18) wxplot2d(A(t), [t,0,100]);

2.2e+013
2e+013
1.8e+013
1.6e+013
14e+013
1.2e+013
1e+013
8e+012 P
6e+012 e
4e+012 -
2e+012
0

(3t8)

1000000000000%(0.2"t+1)

0 20 40 60 80 100

(%08)

Figura 9. Cdlculos de los alimentos en Maxima de la actividad 3
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Finalmente, se define el ratio de alimentos por persona y su representacion grafi-
ca en Maxima (ver Figura 10). Como comentarios al codigo, se concluye el tiempo
de ocurrencia de CM que pide el enunciado.

U 3 cantidad de alimentos por persona-a(t)

P (2i10) define(a(t),A(t)/P(t));

1000 (0.2 t+1)se 204 ¢

7

(3010) a(t):

_7 (¥il11) wxplot2d([A(t)/P(t)],[t,0,100], [gnuplot_preamble,"set grid"]):

350

=

L300

o / N

= N

= 250 |/ . ]

8 / AN

& 200 |/ : b 1

(se11) | & /

& 150

S

& 100

o

(=]

- 50 |

0 20 40 60 80 100
t

(3011)

A la vista de la grafica de la cantidad de alimentos por persona, se concluye
que si se produce CM, a los 80 afios de la situacién inicial

Figura 10. Cdlculos del ratio de alimentos por persona en Maxima de la actividad 3

Graficos con Geogebra

Adicionalmente puede recrearse la situacion en Geogebra con la siguiente solu-
cion (ver Figura 11), que coincide con la calculada en Maxima (ocurrencia de CM
a los 80 afos).

4001

(79.64, 100)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

1+0.2¢

alfa(t) = 1000 - 0

Figura 11. Solucion Geogebra actividad 3
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ACTIVIDAD 4

Enunciado “Recrear graficamente otras situaciones, en primer lugar con distin-
tos valores de k (0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1), incluyendo el valor del apartado anterior.
Y en segundo lugar con distintos valores de r (0.03, 0.04, 0.05, 0.06). ;Se producira
CM y cuando? Hacer un programa en Scilab que permita realizar dichos calculos
de manera numérica. ;Como afectan los pardmetros en el tiempo (t_ ) en el que se
produce la CM?”

SOLUCION

Calculos con Maxima

Previo a la resolucion en Scilab, planteamos la resolucion en Maxima en las Fi-
guras 12, 13, 14, 15y 16.

ACTIVIDAD E

E (c) Andrés Martin
- xill(ain);
1 Declaracién de constantes iniciales

2 Recreacidén grafica de distintas situaciones

funciones a partir de la resolucidén de las ecuaciones diferenciales
de los apartados anteriores, pero haciendolas depender de k y r, para poder

Para la poblacién, alimentos y ratio de alimentos definimos
recrear las situaciones graficas.

2.1 Poblacidén-P(r,t)
2.2 Alimentos-A(k,t)

2.3 Ratio de alimentos-alfa(k,r,t)

Figura 12. Indice Maxima soluciones actividad 4

1 Declaracién de constantes iniciales

(%$1i1) P0:7*%10"79;
(%01) 7000000000

($12) A0:1*10712;
(%$02) 1000000000000

Figura 13. Declaracion constantes iniciales en Maxima soluciones actividad 4
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U 2 Recreacién grafica de distintas situaciones

Para la poblacién, alimentos y ratio de alimentos definimos
funciones a partir de la resolucidén de las ecuaciones diferenciales
de los apartados anteriores, pero haciendolas depender de k y r,
para poder recrear las situaciones graficas.

0 2.1 poblacién-P(r,t)

? (¥13) P(r,t):=PO*exp(r*t);
(%03) P(r,t):=POexp(r t)
4 (¥i4) wxplot2d([P(0.03,t),P(0.04,t),P(0.05,t),P(0.06,t)], [t,50,150],
| [gnuplot_preamble, "set grid;"])$
6e+013
« 7000000000 %eN003) ——
564013 7000000000 %e™0.04%t) ———
7000000000 %e"(0.05°t)
4e+013 7000000000 %e"(0.06"t)
3e+013 //
($t4)
2e+013 S
///
1e+013 /
0 b
60 80 100 120 140
t

0 2.2 Alimentos-A(k,t)

(%$15) A(k,t):= A0* (1+k*t);
(%05) A(k,t):=A0(1+kt)

r (%16) wxplot2d([A(O,t),A(0.2,t),A(0.4,t),A(0.6,t),A(0.8,t),A(1,t)), [t,0,100],
(gnuplot_preamble, "set grid;"))$
12e+014
2e+0 1000000000000 ——
1e+014 1000000000000°(0.2*t+ 1) ——
1000000000000°(0.4°t+1)
8e+013 1000000000000°(0.6°t+ 1) ———
1000000000000°(0.8°t+ 1)
6e+013 1000000000000° ]
(%t6) -
4e+013 el
2e+013 BT S——
0
0 20 40 60 80 100
t

Figura 14. Recreacion en Maxima ley de poblacion y alimentos actividad 4
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U 2.3 Ratio de alimentos-alfa(k,r,t)

' (2i7) kill(k);
(%07) done

¥ (si8) alfa(k,r,t):=A(k,t)/P(r,t);

A(k, t)
($08) alfa(k,r,t):=——
P(r,t)

4 ($19) wxplot2d([alfa(0,0.04,t),alfa(0.2,0.04,t),
alfa(0.4,0.04,t),alfa(0.6,0.04,t),alfa(0.8,0.04,t),
alfa(1,0.04,t)1, [t,0,150]1,

[gnuplot_preamble, "set grid;"])$

4
1400 10007%e™-(0.04)/T —
1200 b 1000%(0.2*t+1)*%e™(0.04*)/7 —— -
1000%(0.4*t+1)*%e™(0.04)/7 —
1000 - 1000*(0.6*t+1)*%e-(0.04)/7T — 7
800 L. 0%0.81+1)*%e(0.04")/7 —— |
00%(t+1)*%e™ (0.04*t) 7
(3t9) 600 | e R e [
400
200
0

Figura 15. Representacion grdfica en Maxima ratio de alimentos actividad 4

A la vista de la recreacidn grafica de los distintos valores de k, se concluye
que para k<>0 la CM se produce a partir de t=60 afios. Para precisar el momento,
utilizamos un escalado de los instantes del t=60 a 150 afios.

(%110) wxplot2d([alfa(0,0.04,t),alfa(0.2,0.04,t),alfa(0.4,0.04,t),
alfa(0.6,0.04,t),alfa(0.8,0.04,t),alfa(1,0.04,t)], [t,60,140],
[gnuplot_preamble, "set grid;"])$

8e0 1000"%&*-(0.04%)7 ——
700 1000%(0.2"t+1)*%e™-(0.04")/7 ——— 1
600 1000%(0. 4"+1)*%e"-(0.04"t)/7 ——
1000%(0.6™+1)*%e"-(0.04"t)/7 ———
500 1000%(0.8°t+1)*%e(0.04"t)/7 —— 7
400 1000%(t+1)"%e"-(0.04*t)/ 7
(%t10) 300 B .

200
100

A la vista del escalado se concluye que se produce CM en el instante
t (afios)
80
100
115
125 -
>130 1

[=N=N=N=)
® o s N

Figura 16. Conclusion Maxima Ocurrencia CM actividad 4 (r=0,04)

255
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Se muestra en la Figura 17 la parte de codigo de Maxima en que se calcula y se
justifica la ocurrencia de catastrofe malthusiana para k=0,2

' (i11) wxplot2d([alfa(0.2,0.03,t),
alfa(0.2,0.04,t),
alfa(0.2,0.05,t),
alfa(0.2,0.06,t)], [t,0,150],
[gnuplot_preamble, "set grid;"])$
450
400
350
300
250
200
150
100
50
0

1000°(0.2t+1)"%e"(0.03)/7 ——
1000*(0.2*t+1)*%e"-(0.04*)/7 ——— '

0%(0.2t+1)*%e(0.05°t)/7 ——
2't+1)*%e-(0.06")/7

(%tl1l1)

0 20 40 60 80 100 120 140

7 a1 igual que en la recreacién anterior, para los distintos valores de r,
concluimos de la grafica general que la CM no se produce antes de t=40,
de modo que escalamos la grafica a partir de este valor.

2 (%112) wxplot2d([alfa(0.2,0.03,t),alfa(0.2,0.04,t),alfa(0.2,0.05,¢t),
alfa(0.2,0.06,t)], [t,40,120],
[gnuplot_preamble, "set grid;"])$

400 1000%(0.2't+1)"%e™(0.03%)/7 ——
350 1000%(0.2"t+1)*%e"-(0.04*t)/ 7 —— 1
300 1000%(0.2"t+1)*%e™(0.05)/7 —— _|
*(0.2't+1)*%e™(0.06")/7T ——
250
200
(%t12) 150
100
50 . 1
0 H—
40 50 60 70 80 90 100 110 120
t

7 A la vista del escalado se concluye que se produce CM en los instantes

t (afios) r
43 0.06
57 0.05
79 0.04

120 0.06

| con una tolerancia de error de +-3 aﬁod

Figura 17. Grdfica y Conclusion Maxima Ocurrencia CM actividad 4 (k=0,2)
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Calculo con Scilab

Los céalculos en Maxima realizados anteriormente no son mas que una guia para
la resolucion en Scilab que es lo que realmente pide la actividad.

Para dicha resolucion, se define una funcion que utiliza el clasico método de la
biseccion de calculo numérico para obtener la raiz de una funcion en un intervalo
dado (ver Figura 18).

1 //*******************ACTIVIDAD 4*****}*t*****}*t*****}*ti****}//
2 |clc

3|//-1. DEFINICION- FUNCION- BISECCION

4 |//- Definimos- la- funcién-biseccién-a-partir-de- los-apuntes-del-tema4- ...
5 |function x2 = biseccion(f,a,b,niteraciones,precision)

6 n=0,x0=a,x1=b

7 while n<niteraciones & abs(x1-x0)>precision

8 n=n+1l, x2=(x0+x1)/2, x=x0

Q fO0=evstr(f), x=x2, f2=evstr(f)

10 if £2==0 then

G151, disp("Tras"), -disp(n),disp("iteraciones"™)

12 disp("la—soluciénrexacta—es"),disp[#2m

13 return

14 elseif £2%*f0<0 then

15 x1=x2

16 else

17 x0=x2

18 end

19 end

20 if n==niteraciones then

21 disp("No-alcanzamos-la-solucién-con-la-precisidn-deseada”)
22 disp("La-aproximacidén-es")

23 else

24 disp("El-tiempo-de-CM-es..")

25 end

26 disp(x2);

27|endfunction

Figura 18. Codigo auxiliar de la funcion biseccion en Scilab de la actividad 4
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La funcidn anterior se utilizara en las siguientes lineas de coddigo (ver Figuras
19 y 20) para calcular los tiempos en que se produciria la catastrofe malthusiana a
partir del ratio de alimentos por persona para los distintos valores de k y r que pide
el enunciado, almacenando los resultados en un array y mostrando los resultados.

29|//- 2. - BUCLE- DE- CALCULO

30|// Creamos-un-array- 6*4 para-almacenar- los- tiempos-de- CM- correspondientes
31|//-a los- 24 combinaciones- (k,r)con k=0,-0.2,-0.4,-0.6,-0.8-y-1;

32|// - r=-0.03,-0.04,-0.05,-0.06

33|Tiempos_de CM = cell(§,4)

34|// Calculamos- los-distintos- tiempos-de-CM-para-los-pares- (k,r) -anteriores

35|for-j=1:6

36 //-Vamos- recorriendo- los-valores-de -k, a partir-del-indice-entero-j
&/ k=0+(j-1)*0.2

38 disp("k"),disp(k)

39 for i=1:4

40 r=0.03+(i-1)*0.01

41 disp("r"),disp(r)

42 //UOtilizamos- la- funcién biseccién, con-la- funcién-A(k,r,t)/P(k,r,t)
43 //con- (k,r)-recorriendo- 24 posibilidades

44 //-Los-extremos-del- intervalo-son-0-y-160, - garantizando-diferencias
45 //-de-signo-en- los-extremos-para- todos- los- casos

46 //-La precisién-de-cdlculo-es-un-afio. - Una precisién-mayor-es-innecesaria.
47 biseccion(' [1%10~12% (1+k*x)]/[7*10~9%exp (x*r)]-100',0,160,50,1)

48 //-Vamos - almacenando- los-distintos- tiempos-en-el-array Tiempos de CM
49 Tiempos_de CM(j,i).entries = ans

50 end

51|end

52|//-Este-display nos-da-los-tm-de-CM para-los-distintos-valores-de k-y-r
53|disp('La-siguiente -matriz-muestra-los-tiempos-de-CM-'-)
54|disp('para-las-combinaciones- (k,r)")
55|disp('con-k=0;0,2;0,4;0,6;0,8;1-")

56|disp('-y-r=0.03;0.04;0.05.")

Figura 19. Bucle de cdlculo en Scilab de la actividad 4



59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
€9
70
y il
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
R4

Modelo de evolucion de poblacion humana de Malthus

//-3. TIEMPOS- DE- CM- E- INFLUENCIA- DE- PARAMETROS
//-Aqui-mostramos- los- tiempos-de- CM-que-nos- interesan, -
//es-decir-los-que-pide-el-enunciado- del- apartado
disp("Para-k=0,2-los-tiempos-correspondientes-")
disp('a-los-distintos-r--0.03,0.04,0.05,0.06--son")

disp(Tiempos_de CM(2,1)),disp(Tiempos_de_CM(2,2))
disp(Tiempos_de CM(2,3)),disp(Tiempos_de_CM(2,4))
disp("Para-r=0,04-los-tiempos-correspondientes-")
disp('a-los-distintos-k--0,0.2,0.4,0.6,0.8-y-1--son")
disp(Tiempos_de_CM(1,2)),disp(Tiempos_de _CM(2,2))
disp(Tiempos_de CM(3,2)),disp(Tiempos_de_CM(4,2))
disp(Tiempos_de CM(5,2)),disp(Tiempos_de_CM(6,2))
//Gréficamos- la- informacién- anterior, -para-ilustrar-
//la-influencia-de-k-y-r-en-los- tiempos-de-CM

clf

//x=[0.03,0.04,0.05,0.06] ,y=[120,80,58,44], -plot (x,y)
x=[0.03:0.01:0.06],y=[120,80,58,44], -plot(x,y)
xgrid()

xtitle('INFLUENCIA-DE-r-SOBRE-LOS-TIEMPOS-DE-CM', 'Valores-de-r', 'Tiempo-en-afios’

hal\_:”' Presiona-una-tecla-para-visualizar-la-otra-grafica 'm

clf

//x=[0,0.2,0.4,0.6,0.8,1] ,y=[9,79,102,115,124,130] , - plot (x,y)
x=[0:0.2:1],y=[9,79,102,115,124,130], -plot(x,y)

xgrid()

xtitle('INFLUENCIA-DE-k-SOBRE-LOS-TIEMPOS-DE-CM'. 'Valores-de-k'.

'Tiemno-en-afios

Figura 20. Cdlculo de tiempos de CM en Scilab de la actividad 4
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Mostramos los resultados del bucle (ver Figuras 21 a 26) que recorre los tiempos
para las combinaciones (k,r) —las mostramos en columnas por facilitar la visualiza-
cion aunque en la consola aparezca un resultado tras otro—.

x * k
.. 0.2 0.4
r
r r
0.03 0.03 0.03

El tiempo de CM es.. El tiempo de CM es..

11.875 115.375 148.125

0.04 0.0¢ 0.04

El tiempo de CM es.. El tiempo de CM es..

9.375 79.375 101.875

Consola de Scilab

El tiempo de CM es..

El tiempo de CM es..
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0.05 0.0s 0.05

El tiempo de CM es..

El tiempo de CM es.. El tiempo de CM es..

6.875 s8.125 75.625

0.06 0.08 0.06

El tiempo de CM es..

El tiempo de CM es.. El tiempo de CM es..

5.625 Rl 59.375

Figura 21. Display de los tiempos de CM para k=0, k=0.2 y k=0.4

k x k
0.8
0.6 1.
r
r r
0.03 P40 0.03
El tiempo de CM es..
El tiempo de CM es.. El tiempo de CM es..
159.375 188578 159.375
r
o r
0.04 0.04 0.04
El tiempo de CM es..
El tiempo de CM es.. El tiempo de CM es..
115.625 124.375 130.625
r
r r
0.05 0.08 0.05
El ti de CM es..
El tiempo de CM es.. cmwo El tiempo de CM es..
86.875 #3145 99.375
r
r r
0.06 et 0.06
El ti de CM es..
El tiempo de CM es.. smpe El tiempo de CM es..
68.125 74.375 79.375

Figura 22. Display de los tiempos de CM para k=0.6, k=0.8 y k=1



Figura 23. Matriz de tiempos de CM para las combinaciones de k y r de la actividad 4

Consola de Scilab
Para o, Os tiempos correspondientes

Figura 25. Grdfica en Scilab de la influencia de r sobre los Tiempos de CM
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La siguiente matriz muestra los tiempos de CM

para las combinaciones (k,r)
con k=0;0,2;0,4:;0,6:;0,8;1
y r=0.03;0.04;0.05.

111.875

1119.375
1

1148.125

1159.375

1159.375

1159.375

Figura 24. Display en Scilab de los tiempos de CM de la actividad 4

9.375

79.375

101.875

115.625

124.375

130.625

INFLUENCIA DE r SOBRE LOS TIEMPOS DE CM

6.875

58.125

75.625

86.875

93.125

99.375

5.625

44.375

59.375

68.125

74.375

79.375

a los distintos r -0.03,0.04,0.05,0.06- son
119.37s 9.378
79.375 79.375
se.125 101.875
44.375
115.625
124.375
130.625

Para r=0,04 los tiempos correspondientes

a los distintos k -0,0.2,0.4,0.6,0.8 y 1- son
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Figura 27. Solucion en Geogebra de la actividad 4 para k

al fa(t) = 1000 -

Figura 26. Grdfica en Scilab de la influencia de k sobre los Tiempos de CM

400

En Geogebra, se puede resolver graficamente el apartado con la funcion desliza-
200

dor y activando el rastro tal como se muestra en las Figuras 27 y 28.

Graficos con Geogebra
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(130.98, 100)

263

-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

1+1t
alfa(t) = 1000 - 7 o

Figura 28. Solucion en Geogebra de la actividad 4 para r=0,04

Grificos con una hoja de calculo

280

En las Figuras 29 y 30 se grafican en una hoja de célculo todas las situaciones de
ratio de alimentos por persona para los distintos valores de k (0, 0,2,0,4,0,6,0,8, 1) y

r (0,03, 0,04, 0,05 y 0,06).

160
kg/persona

140

120

100

\\ | atretoaere .
80

—0,05
a0 —0,06

\\\ ko —0,03
60 \ —0,04

\

——ee T ——— |

JE

0 80 100 120 140
t (afios)

Figura 29. Grdfica hoja de cdlculo ratio de alimentos k=0
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La grafica del ratio de alimentos para k=0,2 confirma uno de los célculos de
Scilab que pide el enunciado, en que los tiempos de ocurrencia de catastrofe malthu-
siana para los distintos valores de r ( 0,03, 0,04, 0,05 y 0,06) son 119, 79, 58 y 44
anos aproximadamente.

Ratio de alimentos por persona a(t)=A(t)/P(t)

kg/persona
450
400 /_\\

/ \ il '2 —0,03

o | LALLTIIN (| —om
AN o
200 V\ Q \ \\
N

150 N
NN

100

N

\\\
50 \\ — S~
1] 20 40 60 80 100 120 140
° t(ahos)

Figura 30. Grdfica hoja de cdlculo ratio de alimentos k=0,2

En el haz de grafica del ratio de alimentos para k=0,4 (ver Figura 31) la intersec-
cion de la grafica para r=0,04 (linea roja) y un ratio de 100 kg/persona confirma los
calculos de Scilab de que el tiempo de ocurrencia de CM para dicha combinacion
(k=0,4 y r=0,04) se produce aproximadamente a los 101 afos.

Ratio de alimentos por persona a(t)=A(t)/P(t)

700
kg/persona
600
500 /
/ | \ k=0,4
400 ‘,,'/ ™

300
N —0,05
—0,06

200

N
~
100 —
T [T
o 4 [T
0 20 40 60 80 100 120 140
t (afios)

Figura 31. Grdfica hoja de cdlculo ratio de alimentos k=0,4
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La siguiente grafica (ver Figura 32) confirma que el tiempo de ocurrencia de CM
para la combinacion r=0,04 y k=0,6 se produce aproximadamente a los 116 anos.

Ratio de alimentos por persona (alfa(t)=A(t)/P(t))

900 [

kg/persona SN

. VITIITN k=0,6
600 / \
woo |-/ TIN N “ow
400 y \ \ ' _z'zz
300 / \ 1

200 / \ \

\ q
100 —
~ T
T T ]
0 —L_| T
0 20 40 60 80 100 120 140
t (afios)

Figura 32. Grdfica hoja de cdlculo ratio de alimentos k=0,6

Las Figuras 33 y 34 recrean graficamente en Geogebra el ratio de alimentos para
k=0,8 y k=1.

Ratio de alimentos por persona (a(t)=A(t)/P(t))

N

N
=S k=0,8
800 1
// —0,03
600 /

\ — 0,04

—0,05 1
/ \ \ —0,06

400

200 / \\

1200
kg/habitante

1000

N\
BY
s

t (afios)

Figura 33. Grdfica hoja de cdlculo ratio de alimentos k=0,8
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Ratio de alimentos por persona (a(t)=A(t)/P(t))
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1200

1000

800

600

400
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Figura 34. Grdfica hoja de cdlculo ratio de alimentos k=1
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ACTIVIDAD 5

Enunciado “Manteniendo las condiciones del apartado 3, ;qué valor deberia tener la
tasa r para que la CM se produjera dentro de 100 ahos? Emplear Scilab para calcularlo”

SOLUCION
Calculo con lapiz y papel
Se trata de resolver la siguiente ecuacion

1.102 21

1
— . —-1007 — . p-100r —
——gv - gioor = 100; 3000.¢ 100; e 20

... que se resuelve, tomando logaritmos:

1
-1 =In—;r= .
00r =In 30’ r =0,034

Calculo con Scilab

*T1_Act_S.sd |

A e L s

/--- ACTIVIDAD- 5

it

2

3 / R R E 2 2 2 R R R R R
4 |funcprot (0)

5 |clc

6

7|//- 1. FUNCION- BISECCION

8
9

//- Incorporamos-para-la- resolucién-de- este-apartado, - la-
10|//-definicién-de- la- funcién-biseccion- que-ya-se-habia-
11|//-utilizado-en-el-apartado- 4

12|//

Figura 35. Comentario codigo funcion biseccion
(Aqui el codigo reproduce la misma funcidn biseccidon del apartado 4-Figura 22)

41|//- 2. CALCULO DE- r

42

43|//-A- diferencia sin embargo-de-la-actividad 1.4, en que nos pedian- determinar
44|//-un-tiempo-de-CM, -en-esta-actividad, -el- tiempo-nos-es-dado- (100- afios) , -

45|// - y-hay- que determinar-la-r-para- que-esto-se-produzca.

46|

47|//- Para-ello, - igualamos-alfa(100,0,2,r)-a-100,-en-que-alfa=alfa(t, k,r)-e-la-ratio
48|// de-ali por-p que - d de-del-tiempo-t, -k-y-r,- tal- como-se-dedujo
49|//-en-el-apartado-1.
50|//-Es-decir-alfa(100,0.2,r)=-[]1.10%12/(7*10%6) ] *[(1+0.2*100) /exp(100*r)]-ha-de- -
51|// - ser-igual-a--100-que-es-el-ratio-minimo-de-alimentos-por-persona-para- sobrevivir
52|// - La- funcién-asi obtenida es-la primera variable de-la-funcién-biseccién,-en
53|//-que-la-x- representa-a-la-r.

54|//-Dado-que- la-r-es-un-valor-entre-0-y-1,-éstos-son- los-extremos-del- intervalo-
55|//-a-y-b-donde- tengo- acotada- solucién.-El-que-el-signo-de- la- funcién- sea-diferente-
56|//-en- los- extremos-del- intervalo, - lo-garantiza- la- informacién- obtenida-del-apartado- 4
57|//- Finalmente, - la- precisién-es-0.01-dado- que- los-valores-de- r- que- hemos-manejado-
58|// en-el-trabajo, - tiene dos- cifras- decimales

59|

60|biseccion (' [21%10~12]/[7*10~9%exp (100%x)]-100',0,1,50,0.01);

Figura 36. Coadigo scilab cdlculo r actividad 5



268 Andrés Martin Sanchez

La ejecucion del codigo da el resultado esperado, tras los calculos con lapiz y
papel, tal como se muestra en la Figura 37.

Consola de Scilab

Tras
Ts

iteraciones
la solucién encontrada con precision

0.01
es
0.0390625

Figura 37 Ejecucion scilab cdlculo r actividad 5
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CONCLUSIONES

En este trabajo de la asignatura Herramientas Informaticas para las Mateméticas
se pide calcular con Maxima y Scilab el modelo de Malthus de poblacion y cantidad
de alimentos y la razdn entre ambos.

* En el punto 1, se confirman con Maxima la expresion de la poblacion (P(t)) y

la cantidad de alimentos (A(t)) , calculada con lapiz y papel:

P(t) = Poe™; A(t) = Ao(1 + kt)

* En el punto 2, se calcula el maximo de la funcidn a(t)=A(t)/P(t), a través de

Maxima, confirmando los calculos manuales:
k—r
Tk

* En el punto 3, se grafican en Maxima las funciones de P(t), A(t) y a(t), para
lo valores de k=0,2 y r=0.04 y se concluye que para dichos valores se produce
catastrofe malthusiana (CM), es decir, a(t)<100 kg/persona, a los 80 afnos.

e En el punto 4, se recrean graficamente en Maxima otras situaciones para dis-
tintos valores de k y r, y en Scilab se ha calculado mediante el algoritmo de
biseccion de calculo numérico, los tiempos en que se produce CM, que son
120 afos, 79 ahos, 58 afos y 44 anos para k=0,2 y r=0,03 hasta 0,06 respec-
tivamente. Por otra parte para r=0,04 y k=0, k=0.4, k=0.6, k=0.8 y k=1 son
los tiempos 9 afios, 102 afos, 116 ahos, 124 afios y 131 ahos respectivamente.
Estos tiempos de CM ilustrados graficamente mediante Scilab, permiten con-
cluir la influencia de los valores de k crecientes y r decrecientes en el aumento
de los tiempos de CM (como cabia esperar de la expresion de a(t)).

Los célculos se han confirmado con Geogebra y la hoja de calculo

e En el punto 5, se vuelve a utilizar el algoritmo de la biseccion en Scilab, para
determinar el valor de r en que se produce CM para t=100 afos, confirmando
el valor obtenido mediante calculo manual con un r de 0,034.

En definitiva, el trabajo muestra las potencialidades de Méaxima y Scilab como
herramienta de calculo simbdlico y numérico respectivamente (que se han comple-
mentado con las herramientas de Geogebra y la hoja de calculo) aplicado a eventua-
les casos de catastrofe malthusiana.
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